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Itc ro ticm,:;thoden tc.: r br,· rC:;\<:cn ing van trill ingsv raagstukken 
De berekenj_nQ; vcrn trillingsvrJ,,gstukkcn is i.:t:n onderwerpJ dat uiter-
mate e;csc'.1ikt it3 om in 11 dc.. elcmentaire onderwerp<..:n van hoger starK-:-
punt uit 11 opge~om8n t~ warden. Dezc betiteling moet dan zo warden 
gc!nterpret~2rd, dat d~ aa~schouwelijke, op fysische redeneringen 
s;,r:b8see1~d(; opzet van de berekeningE::n als 11 elemE:ntsir 11 ., de zuiv0rc-: 
bcrekeningsmet~odc, zoals die door de mathematicus hieruit wordt 
Si.:Jbstrahcerd, heeft, van oudsher in het gcdnchtenlev2n van de 
mnthE::m~tici c18 betiteling 11 hoc;cr 11 gekregen. 
A ls 11 s h::mcnt8 ir 11 proble8m word t gcste ld hE-:t berekc:nen van de E..:igen-
t ril 1 ingec v·.rn cen bolk, di,; arin e,;:.;n zijde is in@.;eklemd, 3an de 
andere zijd2 vriJ is. De 
over de balk is gegevtn. 
De V8rgbliJking, die de beweging v2n 
de balk w~ergeeft, wordt verkr~gcn 
door in c~n doorsnede tc eisen, d?t 
het mom(:nt, d,3t dool'.' lH.::t d,,cl vnri ds balk rcchts vnn c3E.;: c1oorr3nGch: 
wordt uitgoo<::fc:nd, evenwicht 1nc12kt ml:Ct ck claDtJ.sche: l-crac:1b::n in 
de doorsn,;;Ge. HierbiJ wordc:n voor ee::n t1~111enc:l sy;3tf..:(::m de mass2-
krachten var: de r-:fzonderliJkE: del(;n als kracc!tl:n m,oE: t, .. ld. 
Laat dus d8 coordinaat in 1~ngterichting van d~ balk (lengte 1) 
met x anngeduid worden., de b,;;:l2sting vr-111 de balk ziJ q(x),, wrrnr- _ 
bij q ( x) in eind ig vce 1 pun ten disc ontinu k:m zijn. 
Voor ~en doorsnede xis dan h~t moment van het buitenste deel van 
de belasting l j" q(J)(i-x)a/. 
" " 
Is I bet traagheidsmoment 
van het matE:riaal, dan k.;.~n 




V'/aarbij f de kromming vnn de c.::lnstische lijn vnn de balk is. Nol:-
~en wij deze lijn y(x), dan gcldt voor kleine doorbuigingen: 
1 d 2 y 
j :> = ~ dx 
iodat de doorbuigingsliJn wordt gegeven door 
1 
d2y / r. EI :-2" = q ( l) ( y -x )d / . 
dx , 
X 
( 1 ) 
Indien de balk trilt, dan wordt de belnsting q(x) gelevtrd door 
de massakrachten 
.. c12y 
q(x) = m(x) ~ {} t C. 
ale m(x) de m8ssaverdeling over de b@lk voorstelt. 
Door (1) twee keer nnar x te differenti0ren, krijgen wij de par-
tifle differentiaalvergeliJking: 
2 2 2 
0 EI O y = m(x) d y W ox2 ot2 
Indien de trillingcn zuiver harmonisch zijn, schrijven wij 
. ")/ t y(x,t) ~ e1 z(x) 
zodat de gewone differcntiaalvergclijking 
,2 ,:, 2 2 ~ 1·c.r ,..1 z ' ' ) 




Aan het vrije uitcindc is hct moment en de dwarskracht nul, dus 




Bij de inkl2m.ming is z:::::O en tevens is de doorbuigingslijn horizon-
taa 1 ii "" 0 (geome;;trische randvoorw8,:J rden). 
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2. Grafische oplossingsmethoden. 
In de practijk bestDF:ln nl sinds lGng VE;le grafischo en numeriekE:; 
methoden ter bepaling vnn de doorbuigingsliJnen van balken onder 
gegeven belasting. 
Als grafische methode goven wij het volgende voorschrift: 
Verdeel de balk in een 
aantal delen (n) en 
vervang de belasting 
op elk deel door een 
geconcentreerdc kracht K1 • 
Neem een pool aan en stel 
de krachten samen en vcr• 
bind de pool met de ~ind-
punten van de achtereen-
volgende resultanten. 
Construeer daarna een gebroken lijn, 
,0 
, ,/ . r 
//,.,, I 
.1/. .,. --·1•\ /4:------- I 
/ 
waarvan de samenstellende lijnen evenwijdig zijn met de lijnen 
uit het verkregen pooldiagram. 
Dit geeft de momentenliJn, zoals gemakkelijk is te ~ien. Immers 
de achtereenvolgende ordinatcn worden voorgestcld door: 
k 1 ~ 
oof;-1 
X 
hetgeen een benadering is voor de intE;graal j (x- J )m(j)d j . 
0 
Beschouwen wij nu de verkregen momentenlijn, vermenigvuldigd met 
de evcntueel variabele EI van de staaf als nieuwe 11 belastinglijn 11 
en herhalen de constructie, dan verkrijgen wij de doorbuigings-
lijn v~n de staaf bij de aengenomen belastingsverdeling. 
Dit procfd6 is het uitgangspunt voor een constructief iteratie-
proces voor het bepalen van de eigen trillingsvorm van de staaf. 
lJeem eun bepaa lde trillingsvorm aan, vermenigvuld ig deze met d8 
massaverdelin8 en pas de constructie toe. 
Indien de verkregen kromme affien is met het origineel is het een 
trillingsvorm en de affiniteitsfactor hangt samen met de frequen-
tie. 
Indien dit nog niet is ber8ikt kan m0t het prooes herhalen, net 
zolang tot de krommen niet meer ta onderscheiden zijn. Deze gra-
-4-
fische methode is afkomstig van Stodola. Er zijn uiteraard vele 
VE\ rianten op. 
Mathematisch gesproken betekent d8 m~thode, dat uitgegaan wordt 
van de voorstelling van de trillingsvorm door een eindig aantal 
parameters, in dit geval de ordinaten in de deelpunten. 
De belastingsfunctie 
q(x) = m(x)z(x) wordt 
voorgesteld ols 
lineaire samenstelling 
van een aantal driehooks~ 
functies. 0 
3. De methodc van Ritz-Galerkin. 
---~ 
-••- •--- -~•--•--•- r- --•r--, 
Een meer consequente uitwerking, die direct gebaseerd is op de 
voorstelling (3) is de mcthode van Ritz-Galerkin, waarbij de tril-
lingsvorm wordt a8ngenomen in de vorm 
n 
z(x) ::= ~ qi r1 (x) 
i=1 
(1) 
en de functies fi(x) niet slechts over een deelgebied io z1Jn, 
maar tevoren als functies over het gehele interval Oa x "§:1 wor-den 
ingevoerd. Dikwijls worden hiervoor polynomen gekozen, die aan de 
rc:indvoorwaarden voldoen. 
Substitutie in de differcntiaalvcr.gelijking (i.2) geeft nu een 
identitt:;it 
.,.IJ_ d2 2 __ n 
;-___ qi (--::-2° EI f i ) + V L~- qi m ( X ) f i ( X ) :; 0 
i=1 dx 1=1 
waa~8an voor alle wnarden van x moet ziJn voldann. 
Aangezien dit in het algemeen niet vervuld zal kunnen worden, be-
rust de m8th0je van G8lerkin erop, dat men dG fout beschouwt: 
n 
l ( x) = L q 1 S (EI f 1 11 ) 11 + v2 m ( x) f i J 
i=1 I, 
r en stelt dat met r1 (x) als gewichtsfunctie de integrc:ilen 
1 f t(x) r 1 (x)dx = o 
0 
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moeten ziJn. Dit l~vLrt n vergeliJking~n voor den onbekenden q1 
met v 2 als paramet~r. 
Een mcc ha rJ ische intl:rprc ta tie van deze methode b0 rust op het prin-
c ipe van Rayleigh. 
Het princip~ van Rayl~igh kan gcformuleerd worden ols: 
Indi2n een mech8nisch systeem eJn vrije trilling uitvoert, is de 
verdeling van de kinetische en potsnti~le energie zodanig, dat hun 
quotient minima a 1 is. Di t quotient leve:rt het l{wadraat van de fre-
quentie. 
Beschouwen wiJ weer de trillende balk. 
De kinetische energie is, als y(x,t)=z(x)cos v t 
fl ( uy(x)t))2 2 1 . J2 T "" ½ m ( X ) 0 t d x = ½ V f m ( X) ~ ( X )J d X • 
0 0 
De potentiele energie wordt gegeven door 
l 2 2 
V == -~ f EI ( ;x2 ) dx cos 2 v t . 
a 
H8t principe van Rayleigh volgt dan direct uit het vari2tieprincipe 
v::in H8milton. 
Zij p = T - V 
dan is de beweging zodnnig, dat de integraal 
t1 f (b (x,y,y 1 •••• )dt 
t J 
0 
extreem is voor alle tocgt;l.c:1ten variaticfuncties rfy, die voor 
t=t en t""'t 1 ident ic" k nul z i jn in x. 0 
Beschouw~n wij dus stotionnaire trillin3en, dan moeten t 0 en t 1 
twee doorgang0n door d0 ~venwichtsstand zijn, zodat wiJ vind~n 
,5 [ v 2 J m(x)z(x) 2dx - J EI (:)) 2 dx J = o. 
0 0 
Invullen van de approxim□ tie 
n 
Z ( X) = 1-· qi f i ( X) 
i..: 1 
levert dan hct minima a lpr-obleem van de integr:rn 1: 
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n 1 1 v2 f:_ J n n f ~ m fi fj dx - ~ ) qiqj EI fi 11 fj"dx=0 1 ,?-- qiqJ ~ i=1 J::::'1 i=1 J='1 0 0 
Door partiel~ int~gratic, kan men, ols r1 en fj aan de randvoor-
waarden voldoen de intcgralen 
1 1 J EI f irr 
0 
f 11 dx en j f fi (EI f 1 11 ) 11 dx 
0 
in elkaar omvormen. 
4. Mathematische theoric. 
Het probleem van de eigentrillingen is dus terugg0vo0rd tot d~ 
oplossing van de differentiaalvergelijking 
(EI f 11 ) 11 == /\ m f 
met homogens randvoorwaarden. 
Dit kan a lleen voor zekere waa rden van '\ , die eigenwaarden warden 
genoemd. Hc-t is equivalent met het minimaal maken van de integraal 
I 
J(Eif 11 )f dx = f EI(f 11 ) 2dx 
metals nevenvoorwaardc 
f mf2dx = canst. 
In de abstracte theorie beschouwen wij alle reele functies f(x) 
die voor O ~ x 
We definieren 
ties 
~'1 kwadratisch intecreerbaar zijn. 
als inwendig product (f,g) van twee van zulke func-
1 
(f,g) = f fg dx. 
0 
Dit bestaat zeker, omdat st~eds 
'1 J fg dx ~ (j r2ax)½ 
0 
1) Blijkbaar geldt 
( o<'.. f, g) :i: o( ( f., 8) 
voor a lle get a llen d_ , 
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2) (f1+f2,g) = (f1,g) + (f2,g) 
3) (f,g) = (g,f) 
4) (f,:f)>Ovoorf=/0. 
Wij noemen (f ,f)½ = ( J1 r2ax)½ ,., !Ir\\ de norm van de functie f. 
0 
De ruimte heet compleet, indien voor icdure rij functies fn(x) uit 
de voorwaarde \\ fn-fcill ·~ O voc,r n,m ~c-o het best.1an volgt van een 
func tie f, zoda t II f-f \! 7 0 voor n ~ co . 
. 11 
De functi8S f(x), die aan de randvoorwnorden voldoen, en die met 
uitzondering van e'-'n cindig ;::iantsl punten onb0perkt differentieer-
baar zijn, vormen blijkbaar ook een Hilbert ruimte. 
De differentiaaloperator 
is een lineaire oper3tor, d.w.z. 
L( d- f) = c>(L f 
L(f1+r2 ) = Lf1+Lf2 . 
Verder is zij begrensd, d.1~.z. er bestaat een getal M ~ 0 zodanig 
dat 
voor alle f uit de beschouwde klasse. 1 
Wij nemen in het vervolg m~1 en als norm dus (f r2ax)l Met kleine 
wijzigingen geldt de thsorie ook voor positiev& functies m. 
De lineaire transformatic is zelf-geadjungeerd, indien 
(L f,g) = (f.,Lg] 
voor alle fen g. 
Elijkbaar is de hier beschouwde L zelf-geadjungeerd en begrensd. 
Bovendien is (Lf,f)~ 0 voor allE; f, De trcrnsformatie is dus ook 
positj_ef. 
\Joor deze trnnsforma tj_es g;elden nu de volgende stellirig\;;:n: 
1) Er best~at tenminste een eigonwa8rde, d.w.z. een getal )..., zodat 
een functie f bestDat met 
Lf = /\ f. 
f heet een eigenfuncth,., behor-ende bij A. 
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2) De eigenwaarden ziJn reeel. 
3) Twee eigenfuncties, behor8ndc bij verschillende eigenwaarden, 
zijn orthogonaal. 
4) Indien L positi8f is, zijn alle eigenwaarden positief. 
5) I )\ / = max ( L f' f ) 
n I \\rjj2 
voor alle f met l)r}\ ,Jo en (r,cp1 )=(f., f- 2 ) .•. (f,fn_1 )=0, waarbij 
11 , ... fn- 1 de eerste (n-1) eigenfuncties zijn. 
6) Als 91 , 1r72 , •.. de reeks eigenfunctiecs is, geldt voor een functie 




/ 3n=(g, <fn) 
(Lf ,g) = '--LI\ o( A • n n I -n 
Wij kunnen dus een functie f uit de ruimte in een reeks van eigen-
functies ontwikk1;::len. 
00 
f = L o<n fn • 
n=1 
Hieruit volgt direct een iteratieproces. 
Laat ~ de grootste eigenwaarde zijn, dan geldt 
0----i A 
t\i o(n 1n = /\1{ o(1 11 + : 2 ( /I~ )cx'n 
en { oo A.n k L kf :::< ~ o(1 f1 + ~ (~) c<n <fn} • 
(l\n)k Indien "'-lle eigc:mwaarden ongelijk zijn, goat - -----'7- 0 en wij hou-~ den alleen de eerste eigcnfunctie over. 
